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Аннотация. Создана  общая  теория
непрерывности  распределения  значений
интегральных  сумм  непрерывной  на
отрезке  функции,  включающая  три
теории.  Теория  непрерывности
распределения  значений  всех
интегральных  сумм  непрерывной  на
постоянно  (единообразно)  разбиваемом
отрезке  функции своей  ключевой
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теоремой  доказывает,  что  для  любого
разбиения  отрезка  интегрирования
совокупность значений  всевозможных
интегральных  сумм  сплошь,  то  есть
непрерывно,  заполняет  действительный
отрезок  между  значениями  нижней  и
верхней  интегральных  сумм  этой
функции на этом отрезке интегрирования
при этом разбиении этого отрезка. 
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Теория  непрерывности  распределения
значений  нижних  интегральных  сумм
непрерывной  на  переменно
(всевозможно)  разбиваемом  отрезке
функции своей  ключевой  теоремой
доказывает,  что  для  совокупности
всевозможных разбиений  отрезка
интегрирования  совокупность значений
нижних интегральных сумм сплошь, 
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то  есть  непрерывно,  заполняет
действительный  промежуток  от  своей
точной  нижней  грани  включительно до
действительного  значения  интеграла,
возможно исключительно.  Теория
непрерывности  распределения  значений
верхних  интегральных  сумм
непрерывной  на  переменно
(всевозможно)  разбиваемом  отрезке
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функции своей  ключевой  теоремой
доказывает,  что  для  совокупности
всевозможных разбиений  отрезка
интегрирования  совокупность значений
верхних  интегральных  сумм  сплошь,  то
есть  непрерывно,  заполняет
действительный  промежуток  от
действительного  значения  интеграла,
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возможно исключительно,  до  своей  точной
верхней грани включительно.
Ключевые  слова: общая теория
непрерывности распределения  значений
интегральных  сумм  непрерывной на
отрезке функции,  теория  непрерывности
распределения  значений  всех
интегральных  сумм  непрерывной на
постоянно  (единообразно)  разбиваемом
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отрезке функции,  теория  непрерывности
распределения  значений  нижних
интегральных  сумм  непрерывной на
переменно (всевозможно)  разбиваемом
отрезке функции,  теория  непрерывности
распределения  значений  верхних
интегральных  сумм  непрерывной на
переменно (всевозможно)  разбиваемом
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отрезке  функции,  точная нижняя грань,
точная верхняя грань. УДК 517.3
Мюнхен: Издательство Всемирной Академии наук

«Коллегиум», 1970, 2020
THE GENERAL THEORY OF THE
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Abstract. The general theory of the continuity of
the distribution of the values of the integral sums
of a function continuous on a segment is created
and  includes  three  theories.  The  theory  of  the
continuity of the distribution of the values of  all
the  integral sums of a function continuous on a
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constantly  (uniformly)  partitioned  segment
proves by its key theorem that for any partition of
an integration segment, the totality of the values
of all  the  omnifarious  integral  sums completely,
that  is,  continuously,  fills  the  real  segment
between the values of the lower integral sum and
of the upper integral sum of this function on this
segment  by  this  partition.  The  theory  of  the
continuity of the distribution of the values of the
lower integral sums of a function continuous on a
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variably  (omnifariously)  partitioned  segment
proves by its key theorem that for the totality of
all  the  omnifarious  partitions  of  an  integration
segment, the totality of all the values of the lower
integral  sums  completely,  that  is,  continuously,
fills the real interval from their exact lower bound
inclusively  to  the  real  value  of  the  integral
possibly exclusively. The theory of the continuity
of  the  distribution  of  the  values  of  the  upper
integral  sums  of  a  function  continuous  on  a
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variably  (omnifariously)  partitioned  segment
proves by its key theorem that for the totality of
all  the  omnifarious  partitions  of  an  integration
segment, the totality of all the values of the upper
integral  sums  completely,  that  is,  continuously,
fills  the real interval from the real  value of the
integral possibly exclusively to their exact upper
bound inclusively.
Keywords: general theory of the continuity of the
distribution of the values of the integral sums of a
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function continuous on a segment,  theory of the
continuity of the distribution of the values of  all
integral  sums  of  a  function  continuous  on  a
constantly  (uniformly)  partitioned  segment,
theory of the continuity of the distribution of the
values  of  the  lower integral  sums of  a  function
continuous  on  a  variably  (omnifariously)
partitioned segment,  theory of  the continuity of
the distribution of the values of the upper integral
sums  of  a  function  continuous  on  a  variably
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(omnifariously) partitioned segment,  exact lower
bound, exact upper bound. UDС 517.3

Publishing House of the All-World Academy of
Sciences “Collegium”, Munich, 1970, 2020

ПРЕДИСЛОВИЕ 
Это полностью самостоятельно задуманная и
осуществлённая студенческая научная работа
в  18-летнем  возрасте  в  1970  году после
выигрыша  областных  олимпиад  по  всем
предметам и третьих мест на Всеукраинской и
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Всесоюзной  олимпиадах  по  математике  и
окончания  физико-математического
специального  класса  будущих  гимназии  и
лицея с золотой медалью, одной из двух в областном
центре, в 1969 году.

NOTA BENE 
Общая теория  непрерывности распределения
значений интегральных сумм непрерывной на
отрезке  функции  является  синергичным
объединением  трёх  теорий,  которыми
являются следующие: 
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1.  Теория  непрерывности распределения
значений  всех интегральных  сумм
непрерывной на  постоянно (единообразно)
разбиваемом отрезке функции.
2.  Теория  непрерывности распределения
значений  нижних интегральных  сумм
непрерывной на  переменно
(всевозможно)  разбиваемом  отрезке
функции.
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3.  Теория  непрерывности распределения
значений  верхних интегральных  сумм
непрерывной на  переменно (всевозможно)
разбиваемом отрезке функции.

ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЦЕЛИ И
ЗАДАЧ. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И

РЕЗУЛЬТАТЫ 
Целью  настоящей  работы  является
создание  общей теории  непрерывности
распределения  значений  интегральных
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сумм  непрерывной на  отрезке  функции.
Эта  общая  теория  включает  три
теории. 
Теория  непрерывности
распределения  значений  всех
интегральных сумм  непрерывной на
постоянно (единообразно)
разбиваемом  отрезке  функции  своей
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ключевой  теоремой  доказывает,  что
для  любого разбиения  отрезка
интегрирования  совокупность
значений  всевозможных
интегральных  сумм  сплошь,  то  есть
непрерывно,  заполняет
действительный  отрезок  между
значениями  нижней  и  верхней
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интегральных сумм этой функции на
этом  отрезке  интегрирования  при
этом разбиении этого отрезка. 
Теория  непрерывности
распределения  значений  нижних
интегральных сумм  непрерывной на
переменно (всевозможно)
разбиваемом  отрезке  функции  своей
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ключевой  теоремой  доказывает,  что
для  совокупности всевозможных
разбиений  отрезка  интегрирования
совокупность значений  нижних
интегральных  сумм  сплошь,  то
есть  непрерывно,  заполняет
действительный  промежуток  от
своей  точной  нижней  грани
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включительно до действительного
значения  интеграла,  возможно
исключительно. 
Теория  непрерывности
распределения  значений  верхних
интегральных сумм  непрерывной на
переменно (всевозможно)
разбиваемом  отрезке  функции  своей
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ключевой  теоремой  доказывает,  что
для  совокупности всевозможных
разбиений  отрезка  интегрирования
совокупность значений  верхних
интегральных  сумм  сплошь,  то
есть  непрерывно,  заполняет
действительный  промежуток  от
действительного  значения
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интеграла,  возможно
исключительно,  до  своей  точной
верхней грани включительно.
Задачами  настоящей  работы
являются  доказательства
соответствующих  этим  трём
теориям  трёх  ключевых  теорем
общей теории  непрерывности
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распределения  значений
интегральных  сумм  непрерывной
на отрезке функции.
В  ключевой  теореме теории
непрерывности распределения
значений  всех интегральных  сумм
непрерывной на  постоянно
(единообразно)  разбиваемом  отрезке
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функции  f(x) доказывается,  что  для
любого разбиения  T отрезка
интегрирования  [a,  b]  значения
интегральных  сумм  функции  f(x) на
отрезке интегрирования [a,  b] сплошь, то
есть  непрерывно,  заполняют
действительный отрезок 

[SL(T), SU(T)]
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между значениями  нижней  SL(T) и
верхней  SU(T) интегральных  сумм  этой
функции на этом отрезке интегрирования
при этом разбиении T этого отрезка. 
Смысл  ключевой  теоремы теории
непрерывности  распределения  значений
нижних интегральных сумм  непрерывной на
переменно (всевозможно) разбиваемом отрезке
функции и смысл ключевой теоремы теории
непрерывности распределения  значений
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верхних интегральных сумм  непрерывной на
переменно (всевозможно) разбиваемом отрезке
[a,  b]  функции  f(x) можно  выразить
следующим образом. 
Рассмотрим всевозможные разбиения 

T(a = x0, x1, x2, ... , xn-2, xn-1, xn = b)
(x0 < x1 < x2 < ... < xn-2 < xn-1 < xn)

отрезка интегрирования [a, b].
Множество значений нижних
интегральных сумм SL(T) функции f(x) на
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отрезке  интегрирования  [a,  b] имеет
наименьший  элемент  (принимаемую
точную нижнюю грань) SL(T0), 
а множество значений верхних интегральных
сумм  SU(T) функции  f(x) на  отрезке
интегрирования  [a,  b] имеет  наибольший
элемент  (принимаемую  точную  верхнюю
грань)  SU(T0),  где  нулевое  разбиение  T0 есть
взятие отрезка интегрирования [a, b] целиком,
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то  есть  без,  или  с  пустым  множеством,
промежуточных точек разбиения:

T0(a = x0, x1 = b) (x0 < x1).
Эти  утверждения  о  наименьшем  элементе
(принимаемой точной нижней грани)  SL(T0) и
о наибольшем элементе (принимаемой точной
верхней грани)  SU(T0) следуют  из  известных
свойств значений нижних и  верхних
интегральных  сумм:  при  добавлении  новых
точек  разбиения значение нижней
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интегральной суммы  не  уменьшается,  а
значение верхн  ей   интегральной суммы  не
увеличивается. 
Пусть  действительное  значение  интеграла
функции f(x) на отрезке [a, b], непрерывной на
отрезке [a, b], есть

J = ∫a
bf(x)dx.

Тогда имеет место двойное неравенство 
SL(T0) ≤ J = ∫a

bf(x)dx ≤ SU(T0).
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Если  функция  f(x) постоянна  на  отрезке
интегрирования [a,  b],  то,  очевидно,  в  обоих
этих  нестрогих  неравенствах  имеют  место
равенства. 
Если  же  функция  f(x) отлична  от
постоянной,  то  в  обоих  этих  нестрогих
неравенствах  равенства  исключаются.
Это  почти  очевидно.  Детальное
доказательство  этого  утверждения
опирается на свойства сохранения знака
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непрерывной функции  в  некоторой
окрестности  той  точки,  в  которой
значение этой функции отлично от нуля.
Если  ограничиться  представляющим
интерес  вторым  случаем  отличия
функции  f(x) от  постоянной  (поскольку
при постоянстве функции

f(x) ≡ c = constant
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значения всех интегральных сумм равны
действительному значению интеграла

J = ∫a
bcdx = c(b - a)

и между собой), 
то  можно  сделать  некоторые  выводы  о
распределении  значений нижних
интегральных  сумм SL(T) и  верхних
интегральных  сумм  SU(T) непрерывной
на  отрезке  интегрирования  [a,  b]
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функции f(x) для  совокупности
всевозможных разбиений  T отрезка
интегрирования [a, b].
А  именно,  ключевая  теорема  теории
непрерывности распределения  значений
нижних интегральных  сумм
непрерывной на  переменно
(всевозможно)  разбиваемом  отрезке
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функции  утверждает,  что  для  любого
действительного числа

β  [∈ SL(T0), J)
существует  такое  разбиение  Tβ отрезка
интегрирования  [a,  b],  что  значение
нижн  ей   интегральной  суммы
непрерывной на отрезке интегрирования
[a, b] функции f(x) при этом разбиении Tβ

отрезка интегрирования [a, b] в точности
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равно  именно  этому  действительному
числу β:

SL(Tβ) = β,
то  есть  для  совокупности
всевозможных разбиений  отрезка
интегрирования  совокупность
значений  всевозможных нижних
интегральных сумм  SL(T)  сплошь
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заполняет  действительный
полуотрезок [SL(T0), J).
А  ключевая  теорема  теории
непрерывности распределения  значений
верхних интегральных  сумм
непрерывной на  переменно
(всевозможно)  разбиваемом  отрезке
функции утверждает,  что  для  любого
действительного числа
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α  (J∈ , SU(T0)]
существует  такое  разбиение  Tα отрезка
интегрирования  [a,  b],  что  значение
верхней интегральной  суммы
непрерывной на отрезке интегрирования
[a, b] функции f(x) при этом разбиении Tα

отрезка интегрирования [a, b] в точности
равно  именно  этому  действительному
числу α:
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SU(Tα) = α,
то  есть  для  совокупности
всевозможных разбиений  отрезка
интегрирования  совокупность
значений  всевозможных верхн  их  
интегральных сумм SU(T)  сплошь
заполняет  действительный
полуотрезок (J, SU(T0)].
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ОБЩАЯ ТЕОРИЯ НЕПРЕРЫВНОСТИ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ

ИНТЕГРАЛЬНЫХ СУММ
НЕПРЕРЫВНОЙ НА ОТРЕЗКЕ

ФУНКЦИИ И КЛЮЧЕВЫЕ ТЕОРЕМЫ
ЭТОЙ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 

Приводим  краткие  изложения сущности
упомянутых  трёх теорий,  а  именно  их
ключевых  теорем  и  доказательств  этих
теорем.
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ТЕОРИЯ НЕПРЕРЫВНОСТИ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ
ВСЕХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ СУММ

НЕПРЕРЫВНОЙ НА
ПОСТОЯННО

(ЕДИНООБРАЗНО)
РАЗБИВАЕМОМ ОТРЕЗКЕ

ФУНКЦИИ 
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 КЛЮЧЕВАЯ ТЕОРЕМА
ТЕОРИИ НЕПРЕРЫВНОСТИ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ
ВСЕХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ СУММ
НЕПРЕРЫВНОЙ НА ПОСТОЯННО

(ЕДИНООБРАЗНО) РАЗБИВАЕМОМ
ОТРЕЗКЕ ФУНКЦИИ 
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Теорема.
Пусть  T –  произвольное  разбиение
отрезка  интегрирования  [a,  b]
непрерывной на отрезке интегрирования
[a,  b]  функции f(x).  Тогда  для  любого
действительного числа

α  [∈ SL(T), SU(T)]
отрезка 

[SL(T), SU(T)]
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между  значениями  нижней  SL(T) и
верхней  SU(T) интегральных  сумм этой
функции на этом отрезке интегрирования
[a, b] при этом разбиении T этого отрезка
существует  такая  интегральная  сумма
S(T) непрерывной функции f(x)  на
отрезке  интегрирования  [a,  b],  значение
которой в точности равно именно этому
действительному числу α: S(T) = α. 
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То  есть  для  любого разбиения  T отрезка
интегрирования [a,  b]  совокупность значений
всевозможных интегральных  сумм
непрерывной на отрезке интегрирования [a, b]
функции  f(x) сплошь,  то  есть  непрерывно,
заполняет отрезок [SL(T), SU(T)]
между  значениями  нижней  SL(T) и  верхней
SU(T) интегральных  сумм этой  функции  на
этом  отрезке  интегрирования  при  этом
разбиении T этого отрезка. 
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Доказательство. 
Каждая интегральная сумма  S(T) однозначно
определяется выбором точек

ci  [∈ xi, xi+1] (i = 0, 1, 2, ... , n - 2, n - 1)
каждой  из  частей [xi, xi+1] отрезка
интегрирования [a, b] и составляет

S(T) = Σi=0
n-1f(ci)Δxi,

Δxi = xi+1 - xi (i = 0, 1, 2, ... , n - 2, n - 1),
так что S(T) – функция n переменных 

c0, c1, c2, ... , cn-2, cn-1.
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Так как каждая из функций
f(ci)Δxi,

Δxi = xi+1 - xi (i = 0, 1, 2, ... , n - 2, n - 1)
непрерывна в n-мерном параллелепипеде

[x0, x1; x1, x2; x2, x3; ... ; xn-2, xn-1; xn-1, xn],
то  в  этом  n-мерном  параллелепипеде
непрерывна и сумма  S(T) этих функций.
А  непрерывная на  ограниченном
замкнутом множестве  вещественная
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функция принимает  все  промежуточные
значения  между  принимаемыми  своим
минимумом  и  своим  максимумом.  Тем
самым  ключевая  теорема  теории
непрерывности распределения  значений
всех интегральных сумм непрерывной на
постоянно (единообразно)  разбиваемом
отрезке функции доказана. 



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩАЯ ТЕОРИЯ
НЕПРЕРЫВНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ ИНТЕГРАЛЬНЫХ

СУММ НЕПРЕРЫВНОЙ НА ОТРЕЗКЕ ФУНКЦИИ     52  /  271  

ТЕОРИЯ НЕПРЕРЫВНОСТИ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ

ВЕРХНИХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
СУММ НЕПРЕРЫВНОЙ НА

ПЕРЕМЕННО (ВСЕВОЗМОЖНО)
РАЗБИВАЕМОМ ОТРЕЗКЕ

ФУНКЦИИ 
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 КЛЮЧЕВАЯ ТЕОРЕМА ТЕОРИИ
НЕПРЕРЫВНОСТИ

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ
ВЕРХНИХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
СУММ НЕПРЕРЫВНОЙ НА

ПЕРЕМЕННО (ВСЕВОЗМОЖНО)
РАЗБИВАЕМОМ ОТРЕЗКЕ

ФУНКЦИИ 
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Теорема.
Пусть  функция  f(x) непрерывна  на
отрезке интегрирования [a,  b]. Тогда для
любого действительного числа

α  (J∈ , SU(T0)]
существует  такое  разбиение  Tα отрезка
интегрирования  [a,  b],  что  значение
верхней интегральной  суммы  функции
f(x) на отрезке интегрирования [a, b] 
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при  этом  разбиении  Tα отрезка
интегрирования  [a,  b]  в  точности  равно
именно этому действительному числу α:

SU(Tα) = α,
то  есть  для  совокупности всевозможных
разбиений  отрезка  интегрирования
совокупность значений  всевозможных
верхних интегральных  сумм  SU(T) сплошь
заполняет действительный полуотрезок 

(J, SU(T0)].
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Доказательство.
Если действительное число  α  в точности
равно  значению  именно  этой  верхней
интегральной  суммы  непрерывной на
отрезке  интегрирования  [a,  b] функции
f(x) при  этом  нулевом  разбиении  T0

отрезка интегрирования [a, b]:
α = SU(T0),
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то  достаточно  в  качестве  разбиения  Tα

выбрать на деле  отсутствующее нулевое
разбиение T0,  то  есть  отрезок
интегрирования  [a,  b]  целиком без  его
деления  дополнительными
промежуточными  точками.  Поэтому
впредь мы полагаем

J < α < SU(T0).
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Так  как  значение  интеграла  равно
общему значению точной  верхней грани
множества  всех  нижних интегральных
сумм и точной  нижней грани множества
всех верхних интегральных сумм: 

J = supTSL(T) = infTSU(T), 
то существует разбиение 

Tn-1(a = x0, x1, x2, ... , xn-2, xn-1, xn = b) 
(x0 < x1 < x2 < ... < xn-2 < xn-1 < xn)
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отрезка интегрирования [a,  b] такое, что
значение  верхней интегральной  суммы
непрерывной на отрезке интегрирования
[a, b] функции f(x) при этом разбиении Tn-1

отрезка  интегрирования  [a,  b]  меньше
этого действительного числа α:

SU(Tn-1) < α,
хотя и не меньше действительного числа
J.
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Рассмотрим  конечную
последовательность разбиений 

Tn-1(a = x0, x1, x2, ... , xn-2, xn-1, xn = b) 
(x0 < x1 < x2 < ... < xn-2 < xn-1 < xn), 
Tn-2(a = x0, x2, ... , xn-2, xn-1, xn = b) 
(x0 < x2 < x3 < ... < xn-2 < xn-1 < xn), 
Tn-3(a = x0, x3, ... , xn-2, xn-1, xn = b) 

(x0 < x3 < ... < xn-2 < xn-1 < xn), 
...........................................................................
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T2(a = x0, xn-2, xn-1, xn = b) (x0 < xn-2 < xn-1 < xn),
T1 (a = x0, xn-1, xn = b) (x0 < xn-1 < xn), 

T0 (a = x0, xn = b) (x0 < xn)
и  соответствующую  последовательность
(очевидным образом не убывающую)
SU(Tn-1), SU(Tn-2), SU(Tn-3), ... , SU(T2), SU(T1), SU(T0)
верхних интегральных  сумм,  первый
элемент  которой  меньше этого
действительного числа α:



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩАЯ ТЕОРИЯ
НЕПРЕРЫВНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ ИНТЕГРАЛЬНЫХ

СУММ НЕПРЕРЫВНОЙ НА ОТРЕЗКЕ ФУНКЦИИ     62  /  271  

SU(Tn-1) < α,
а последний элемент  которой  больше
этого действительного числа α:

SU(T0) > α.
Если  это  действительное  число α
совпадает с  одним  из  промежуточных
элементов  этой  последовательности
верхних интегральных сумм:

SU(Tk) = α (k = n - 2, n - 3, ... , 2, 1),
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то для доказательства ключевой теоремы
теории  непрерывности распределения
значений  верхних интегральных  сумм
непрерывной на  переменно
(всевозможно)  разбиваемом  отрезке
функции достаточно  в  качестве
требуемого разбиения Tα выбрать именно
это промежуточное разбиение  Tk отрезка
интегрирования [a, b].
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Если  же  это  действительное  число α не
входит в  указанную  последовательность
верхних  интегральных  сумм,  то  это
действительное  число α расположено
между  какими-то  двумя  её  соседними
элементами:

SU(Tk+1) < α < SU(Tk),
Tk+1(a = x0, xn-k-1, xn-k, ... , xn-2, xn-1, xn = b), 

Tk(a = x0, xn-k, ... , xn-2, xn-1, xn = b). 
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Рассмотрим функцию
SU(Tt) 

действительного числа t,
где 

Tn-1(a = x0, t, xn-k, xn-k+1, ... , xn-2, xn-1, xn = b) 
(t  [x∈ n-k-1, xn-k]).

Докажем непрерывность этой функции 
SU(Tt) 

на указанном отрезке [xn-k-1, xn-k].
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Пусть действительное число 
t′  [x∈ n-k-1, xn-k].

Непрерывная на отрезке интегрирования
[a,  b]  функция  f(x) равномерно
непрерывна на нём, так что для  любого
действительного числа

ε > 0
существует  такое  действительное  число
δε, что выполняются неравенства

0 < δε < ε
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и 
|f(x′) - f(x′′)| < ε,

если выполняются условия
|x′ - x′′| < δε, x′  ∈ [a, b], x′′  ∈ [a, b].

Пусть  для  действительного  числа t
выполнена совокупность двух условий

t  [x∈ n-k-1, xn-k]
и 

|t - t′| < δε.
Тогда абсолютная величина разности 
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|SU(Tt) - SU(Tt′)| = |(t - x0)max{f(x): x  ∈ [x0, t]} +
(xn-k - t)max{f(x): x  ∈ [t, xn-k]} - (t′ - x0)max{f(x): x

 ∈ [x0, t′]} - (xn-k - t′)max{f(x): x  ∈ [t′, xn-k]}| ≤ |t′ -
x0||max{f(x): x  ∈ [x0, t]} - max{f(x): x  ∈ [x0, t′]}| + |
xn-k - t′||max{f(x): x  ∈ [t, xn-k]} - max{f(x): x  ∈ [t′,

xn-k]}| + |t - t′||max{f(x): x  ∈ [x0, t]}| + |t - t′||
max{f(x): x  ∈ [t, xn-k]}| < (t′ - x0)ε + (xn-k - t′)ε +

2δεmax{|f(x)|: x  ∈ [a, b]} < ε(b - a) + 2δεmax{|f(x)|:
x  ∈ [a, b]} < ε(b - a) + 2δεmax{|f(x)|: x  ∈ [a, b]}

может быть сделана сколь угодно малой.
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Этим доказана непрерывность функции 
SU(Tt)

на отрезке 
[xn-k-1, xn-k],

причём 
SU(Tt) = SU(Tk+1) < α (t = xn-k-1)

и 
SU(Tt) = SU(Tk) > α (t = xn-k).

Поэтому  существует  такое  действительное
число t из указанного отрезка

[xn-k-1, xn-k],
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что имеет место равенство 
SU(Tt) = α.

Но тогда в качестве требуемого разбиения  Tα

достаточно выбрать именно это разбиение  Tt,
что  и  требовалось  доказать  ключевой
теоремой  теории  непрерывности
распределения  значений  верхних
интегральных  сумм  непрерывной на
переменно (всевозможно) разбиваемом отрезке
функции.
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ТЕОРИЯ НЕПРЕРЫВНОСТИ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ

НИЖНИХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
СУММ НЕПРЕРЫВНОЙ НА

ПЕРЕМЕННО (ВСЕВОЗМОЖНО)
РАЗБИВАЕМОМ ОТРЕЗКЕ

ФУНКЦИИ
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 КЛЮЧЕВАЯ ТЕОРЕМА
ТЕОРИИ НЕПРЕРЫВНОСТИ

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ
НИЖНИХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
СУММ НЕПРЕРЫВНОЙ НА

ПЕРЕМЕННО (ВСЕВОЗМОЖНО)
РАЗБИВАЕМОМ ОТРЕЗКЕ

ФУНКЦИИ 
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Теорема.
Пусть  функция  f(x) непрерывна  на
отрезке интегрирования [a,  b]. Тогда для
любого действительного числа

β  [∈ SL(T0), J)
существует  такое  разбиение  Tβ отрезка
интегрирования  [a,  b],  что  значение
нижней интегральной  суммы  функции
f(x) на отрезке интегрирования [a, b] 
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при  этом  разбиении  Tβ отрезка
интегрирования  [a,  b]  в  точности  равно
именно этому действительному числу β:

SL(Tβ) = β,
то  есть  для  совокупности всевозможных
разбиений  отрезка  интегрирования
совокупность значений  всевозможных
нижних интегральных сумм SL(T) сплошь
заполняет  действительный  полуотрезок
[SL(T0), J).
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Доказательство. Ключевая  теорема  теории
непрерывности  распределения  значений
нижних интегральных сумм  непрерывной на
переменно (всевозможно) разбиваемом отрезке
функции  первым  способом доказывается
вполне аналогично доказательству ключевой
теоремы  теории  непрерывности
распределения  значений  верхних
интегральных  сумм  непрерывной на
переменно (всевозможно) разбиваемом отрезке
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функции,  причём  независимо  от  этого
доказательства.
Но  куда  проще,  интереснее  и  полезнее
обладающий  несравненно  большей
общностью  второй  способ доказательства
ключевой  теоремы  теории  непрерывности
распределения  значений  нижних
интегральных  сумм  непрерывной на
переменно (всевозможно) разбиваемом отрезке
функции. 
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Ключевая теорема теории непрерывности
распределения  значений  нижних
интегральных  сумм  непрерывной на
переменно (всевозможно)  разбиваемом
отрезке  функции утверждает,  что  для
любого действительного числа

β  [∈ SL(T0), J)
существует  такое  разбиение  Tβ отрезка
интегрирования  [a,  b],  что  значение
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нижней интегральной  суммы  функции
f(x) на отрезке интегрирования [a, b] при
этом  разбиении  Tβ отрезка
интегрирования  [a,  b]  в  точности  равно
именно этому действительному числу β:

SL(Tβ) = β,
то  есть для  совокупности всевозможных
разбиений  отрезка  интегрирования
совокупность значений  всевозможных
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нижних интегральных сумм SL(T) сплошь
заполняет действительный полуотрезок

[SL(T0), J).
Рассмотрим  произвольное
действительное число

β  [∈ SL(T0), J)
и  наряду  с  заданной функцией  f(x)
функцию 

-f(x),
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противоположную заданной функции f(x),
то  есть  полученную  умножением  всех
значений заданной функции  f(x) на
отрицательную  единицу  (-1)  при
сохранении аргумента x как независимой
переменной  и  непрерывную  вместе  с
заданной функцией f(x).
Вместе со  значениями заданной функции
f(x) на  отрицательную  единицу
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умножатся  также  её  интеграл  и  все
интегральные суммы. При умножении на
отрицательную  единицу  с  сохранением
равносильности  смысл  отношения
равенства  сохраняется,  а  смыслы
отношений  «больше»  и  «меньше»
меняются  друг  на  друга.  Поэтому,  в
частности,  при  умножении  на
отрицательную единицу 



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩАЯ ТЕОРИЯ
НЕПРЕРЫВНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ ИНТЕГРАЛЬНЫХ

СУММ НЕПРЕРЫВНОЙ НА ОТРЕЗКЕ ФУНКЦИИ     82  /  271  

нижние интегральные суммы становятся
верхними интегральными  суммами,  и
наоборот,  верхние интегральные  суммы
становятся  нижними интегральными
суммами,  а  точная  верхняя грань
становится  точной  нижней гранью,  и
наоборот,  точная  нижняя грань
становится точной верхней гранью. 
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Ещё  раз  подчеркнём,  что  на
отрицательную  единицу  умножаются
только  значения заданной функции  f(x),
тогда  как  остаются  неизменными  её
аргумент  x как  независимая переменная
и  вместе  с  этим  аргументом  x отрезок
интегрирования,  все  разбиения  этого
отрезка [a,  b] и выбор всех точек во всех
частях отрезка интегрирования [a, b]. 
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Поэтому, в частности, интеграл
∫a

b[-f(x)]dx = -J
этой введённой функции 

 -f(x)
на том же отрезке интегрирования [a,  b]
имеет значение

-J,
множество нижних интегральных сумм

-SU(T)
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этой  введённой функции  -f(x) имеет
наи  м  е  ньш  ий   элемент

-SU(T0),
а множество верхних интегральных сумм

-SL(T)
этой  введённой функции  -f(x) имеет
наибольший элемент

-SL(T0),
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где  по-прежнему,  то  есть  как  и  для
заданной функции f(x), нулевое разбиение
T0 есть взятие отрезка интегрирования [a,
b]  целиком,  то  есть  без,  или  с  пустым
множеством,  промежуточных  точек
разбиения:

T0(a = x0, x1 = b) (x0 < x1).
Теперь  алгоритм  дальнейших  действий
очевиден.  Для  заданной функции  f(x)
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рассматривается  любое  действительное
число

β  [∈ SL(T0), J).
Далее  рассмотрим противоположное  ему
действительное число

-β.
Для  него  очевидным  образом
выполняется отношение принадлежности

 -β  ∈ (-J, -SL(T0)]. 
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По  уже доказанной  ключевой  теореме
теории  непрерывности распределения
значений  верхних интегральных  сумм
непрерывной на  переменно
(всевозможно)  разбиваемом  отрезке
функции для введённой функции 

-f(x)
существует такое разбиение 

T-β{-f(x)}
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отрезка  интегрирования  [a,  b],  что  на
отрезке  интегрирования  [a,  b]  при  этом
его  разбиении  значение  верхней
интегральной суммы

SU(T-β{-f(x)}) = -β
введённой функции 

-f(x)
равно  как  раз  этому  противоположному
действительному числу -β. 
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Теперь рассмотрим именно это разбиение 
T-β{-f(x)}

отрезка  интегрирования  [a,  b]
применительно к  заданной функции  f(x).
Для  возвращения  к  заданной функции
f(x) умножаем  все  значения  введённой
функции 

-f(x)
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на  отрицательную  единицу  при
сохранении аргумента x как независимой
переменной.  При  этом  соответствующее
разбиению 

T-β{-f(x)}
отрезка интегрирования [a,  b] это равное
как  раз  этому  противоположному
действительному числу

-β 
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значение верхней интегральной суммы
SU(T-β{-f(x)}) = -β

введённой функции 
-f(x)

меняет знак на противоположный, то есть
становится  равным  именно  требуемому
действительному числу

β  [S∈ L(T0), J).
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Кроме  того,  при  умножении  на
отрицательную  единицу  эта  верхняя
интегральная сумма со значением

SU(T-β{-f(x)}) = -β
введённой функции 

-f(x)
переходит  в  нижнюю интегральную
сумму со значением

SL(T-β{-f(x)}) = SL(Tβ{f(x)}) = β
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заданной функции f(x). 
Следовательно,  для  любого заданного
действительного числа 

β  [S∈ L(T0), J)
доказано  существование  такого
разбиения 

T-β{-f(x)} = Tβ{f(x)}
отрезка  интегрирования  [a,  b],  что  при
этом разбиении значение 
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нижней интегральной  суммы  заданной
функции  f(x) в  точности  равняется
требуемому действительному числу

β  [S∈ L(T0), J),
что  и  требовалось  доказать  ключевой
теоремой  теории  непрерывности
распределения  значений  нижних
интегральных  сумм  непрерывной на
переменно (всевозможно) разбиваемом отрезке
функции.
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Тем самым все три ключевые
теоремы  всех  трёх  теорий
общей теории  непрерывности
распределения  значений
интегральных  сумм
непрерывной на  отрезке
функции доказаны полностью.
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NOTA BENE 
В общей теории  непрерывности
распределения  значений  интегральных
сумм  непрерывной на  отрезке  функции
следует  иметь  в  виду,  что в условии
ключевой  теоремы  теории
непрерывности распределения  значений
верхних интегральных  сумм
непрерывной на  переменно
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(всевозможно)  разбиваемом  отрезке
функции и в условии ключевой теоремы
теории  непрерывности распределения
значений  нижних интегральных  сумм
непрерывной на  переменно
(всевозможно)  разбиваемом  отрезке
функции  f(x) разбиения  Tα и  Tβ,  вообще
говоря, различны.
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Теорема.  В  общем  случае  для  наперёд
заданной пары действительных чисел 

(α, β),
в  которой  и  α,  и  β  принадлежат
соответствующим полуотрезкам 
по условиям этих двух ключевых теорем,  не
существует единого разбиения  Tγ такого,  что
одновременно 

SU(Tγ) = α
и 

SL(Tγ) = β.
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Доказательство.  Для  доказательства  этого
общего утверждения вполне  достаточен
частный  контрпример строго монотонно
возрастающей на отрезке [a,  b] функции  f(x)
при  совокупности двух условий:  требующего
выбрать нулевое разбиение T0 условия

α = SU(T0)
и противоречащего этому выбору условия 

SL(T0) < β < J = ∫a
bf(x)dx.

Тем самым теорема доказана.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким  образом,  создана общая теория
непрерывности  распределения  значений
интегральных  сумм  непрерывной на
отрезке функции,  включающая  три
теории.  Теория  непрерывности
распределения  значений  всех
интегральных  сумм  непрерывной на
постоянно (единообразно)  разбиваемом
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отрезке  функции  своей  ключевой
теоремой  доказывает,  что  для  любого
разбиения  отрезка  интегрирования
совокупность значений  всевозможных
интегральных  сумм  сплошь,  то  есть
непрерывно,  заполняет  действительный
отрезок  между  значениями  нижней и
верхней интегральных  сумм  этой
функции на этом отрезке интегрирования
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при этом разбиении этого отрезка. Теория
непрерывности распределения  значений
нижних интегральных  сумм
непрерывной на  переменно
(всевозможно)  разбиваемом  отрезке
функции  своей  ключевой  теоремой
доказывает,  что  для  совокупности
всевозможных разбиений  отрезка
интегрирования  совокупность значений
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нижних интегральных  сумм  сплошь,  то
есть  непрерывно,  заполняет
действительный  промежуток  от  своей
точной  нижней грани  включительно до
действительного  значения  интеграла,
возможно исключительно.  Теория
непрерывности распределения  значений
верхних интегральных  сумм
непрерывной на  переменно
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(всевозможно)  разбиваемом  отрезке
функции  своей  ключевой  теоремой
доказывает,  что  для  совокупности
всевозможных разбиений  отрезка
интегрирования  совокупность значений
верхних интегральных  сумм  сплошь,  то
есть  непрерывно,  заполняет
действительный  промежуток  от
действительного  значения  интеграла,
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возможно исключительно,  до  своей
точной верхней грани включительно.
Общая теория  непрерывности
распределения  значений  интегральных
сумм  непрерывной на  отрезке  функции
является  полезным дополнением
классического  математического анализа
и поэтому может представить интерес для
математики,  а  также  для  педагогики
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средней  и  высшей  школы,  в  том  числе
для  специализированных  классов,
гимназий,  лицеев,  университетов,
аспирантур, для предметных олимпиад и
вообще  для  решения  нестандартных
задач, включая самостоятельное, в целях
творческого развития будущих учёных.
Представляется  весьма  целесообразным
дальнейшее  развитие  общей теории
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непрерывности распределения  значений
интегральных  сумм  непрерывной на
отрезке функции,  в  частности
применительно  к  другим  типам
произвольных областей значений
функции  и  областей интегрирования,  в
том  числе  в  математических
пространствах  произвольных
размерностей.
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339. Марков  А.  А.  Теория  алгорифмов.  М.;  Л.:
Издательство Академии Наук СССР, 1954. 377 с.

340. Маркс  К.  Математические  рукописи.  М.:
Наука, 1968. 640 с.
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341. Марон И. А. Дифференциальное и интегральное
исчисление в примерах и задачах. М.: Наука, 1970.
400 с.

342. Матвеев И. В. Функции и их графики. М.: МГУ,
1970. 104 с. 

343. Математический  анализ.  Вычисление
элементарных  функций  /  под  ред.  Л.  А.
Люстерника,  О.  А.  Червоненкиса,  А.  Р.
Янпольского.  М.:  Государственное  издательство
физико-математической  литературы,  1963.  239  с.
(Справочная математическая библиотека).
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344. Математический  анализ.  Функции,  пределы,
ряды, цепные дроби / под ред. Л. А. Люстерника и
А.  Р.  Янпольского.  М.:  Государственное
издательство физико-математической литературы,
1961. 266 с.

345. Медведев  Ф.  А.  Развитие  теории  множеств  в
XIX веке. М.: Наука, 1965. 231 с.

346. Мейер  Цур  Капеллен  В.  Математические
инструменты.  М.:  Государственное  издательство
иностранной литературы, 1950. 318 с.
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347. Мелентьев  П.  В.  Приближённые  вычисления.
М.:  Государственное  издательство  физико-
математической литературы, 1962. 388 с.

348. Мельников  Г.  П.  Азбука  математической
логики. М.: Знание, 1967. 104 с.

349. Метельский  Н.  В.  Очерки  истории  методики
математики. Минск: Вышэйшая школа, 1968. 340
с.

350. Мизес Р. Э. фон. Вероятность и статистика. М.;
Л.: Госиздат., 1930. 250 с.

351. Микеладзе  Ш.  Е.  Численные  методы
математического  анализа.  М.:  Государственное
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издательство  технико-теоретической  литературы,
1953. 527 с.

352. Милль Д. С. Система логики силлогистической
и  индуктивной:  изложение  принципов
доказательства  в  связи  с  методами  научного
исследования  /  перевод  с  английского  под
редакцией  приват-доцента  Императорского
Московского университета В. Н. Ивановского. М.:
Издание магазина «Книжное дело», 1900. 119 с.

353. Милн В. Э. Численный анализ / перевод с англ.
М.:  Государственное  издательство  иностранной
литературы, 1951. 292 с.
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354. Милсум  Дж.  Анализ  биологических  систем
управления. М.: Мир, 1968. 502 с.

355. Минто В. Дедуктивная и индуктивная логика /
пер.  с  англ.  С.  А.  Котляревского;  под  ред.  В.  Н.
Ивановского;  примеры  для  упражнений
подобраны В. Н. Ивановским и А. С. Белкиным. 2-
е испр. и доп. изд. М.: Тип. т-ва И. Д. Сытина, 1896.
540 с.

356. Митропольский  А.  К.  Теория  моментов.  Л.:
Государственное  издательство  колхозной  и
совхозной литературы, 1933. 223 с.
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357. Михеева  А.  В.  и  др.  Словарь-минимум  для
чтения научной литературы на английском языке.
М.: Наука, 1969. 138 с.

358. Михлин С. Г., Смолицкий X. Л. Приближённые
методы  решения  дифференциальных  и
интегральных уравнений. М.: Наука, 1965. 384 с.

359. Молодший В. Н. Основы учения о числе в XVIII
веке.  М.:  Государственное  учебно-педагогическое
издательство Министерства просвещения РСФСР,
1953. 180 с.

360. Молодший  В.  Н.  Очерки  по  вопросам
обоснования  математики.  М.:  Государственное
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учебно-педагогическое издательство Министерства
просвещения РСФСР, 1958. 232 с.

361. Мордухай-Болтовской  Д.  Д.  Психология
математического  мышления  //  Вопросы
философии и психологии. 1908. Год 19. Вып. 94. Кн.
4. С. 491–534.

362. Мостеллер Ф., Рурке Р., Томас Дж. Вероятность.
М.: Мир, 1969. 432 с.

363. Мысовских  И.  П.  Лекции  по  методам
вычислений.  М.:  Государственное  издательство
физико-математической литературы, 1962. 342 с.
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364. Нагибин Ф. Ф. Математическая шкатулка. М.:
Государственное  учебно-педагогическое
издательство, 1958. 168 с.

365. Налимов В. В., Мульченко З. М. Наукометрия.
М.: Наука, 1969. 192 с.

366. Налимов В. В.,  Чернова Н. А. Статистические
методы  планирования  экстремальных
экспериментов. М.: Наука, 1965. 340 с.

367. Натансон  И.  П.  Конструктивная  теория
функций.  М.:  Государственное  издательство
технико-теоретической литературы, 1949. 688 с.
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368. Натансон  И.  П.  Краткий  курс  высшей
математики. 2-е изд. М.: Наука, 1968. 727 с.

369. Натансон  И.  П.  Простейшие  задачи  на
максимум  и  минимум.  М.:  Государственное
издательство  технико-теоретической  литературы,
1950. 32 с.

370. Натансон  И.  П.  Суммирование  бесконечно
малых  величин.  3-е  изд.  М.:  Государственное
издательство физико-математической литературы,
1960. 58 с. 
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371. Натансон И. П. Теория функций вещественной
переменной.  2-е  изд.,  перераб.  М.:  Гостехиздат,
1957. 552 с.

372. Научное  наследие П.  Л.  Чебышева.  Выпуск 1.
Математика. М.; Л.: Издательство Академии Наук
СССР. 1945. 174 с.

373. Начала  Евклида.  Перевод  с  греческого  и
комментарии  Д.  Д.  Мордухай-Болтовского  при
редакционном участии И. Н. Веселовского и М. Я.
Выгодского. М.; Л.: Государственное издательство
технико-теоретической литературы, 1949–1951.
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374. Неве  Ж.  Математические  основы  теории
вероятностей. М.: Мир, 1969. 431 с.

375. Нивен  А.  Числа  рациональные  и
иррациональные / пер. с англ. В. В. Сазонова; под
ред. И. М. Яглома. М.: Мир, 1966. 199 с.

376. Никитин  В.  В.  Сборник  логических
упражнений.  Пособие  для  учителей  математики.
М.: Просвещение, 1970. 96 с.

377. Носиро  К.  Предельные  множества.  М.:
Государственное  издательство  иностранной
литературы, 1963. 253 с. 
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378. Ньютон И. Всеобщая арифметика, или Книга об
арифметических  синтезе  и  анализе.  М.:
Издательство  Академии Наук СССР,  1948.  444  с.
(Классики науки).

379. Ньютон  И.  Математические  начала
натуральной  философии  /  пер.  с  латин.  с
примечаниями и пояснениями А. Н. Крылова // А.
Н.  Крылов.  Собрание  трудов.  Т.  VII.  М.;  Л.:
Издательство Академии Наук СССР, 1936. 696 с.

380. Ньютон И. Математические работы / пер. с лат.,
вводная  статья  и  комментарии  Д.  Д.  Мордухай-
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Болтовского. М.; Л.: ОНТИ, 1937. 478 с. (Классики
естествознания).

381. Оре О. Графы и их применение. М.: Мир, 1965.
175 с.

382. Островский А. М. Решение уравнений и систем
уравнений /  пер.  с  англ.  Л.  З.  Румынского,  Б.  Л.
Румынского.  М.:  Государственное  издательство
иностранной литературы, 1963. 383 с.

383. Пархоменко  А.  С.  Что  такое  линия.  М.:
Государственное  издательство  технико-
теоретической литературы, 1954. 140 с.
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384. Паскаль  Б.  Трактат  об  арифметическом
треугольнике  (Traité  du triangle  arithmétique  avec
quelques  autres  petits  traités  sur  la  même  matière,
1654, издан в 1665).

385. Перельман  Я.  И.  Быстрый  счёт.  Тридцать
простых  приёмов  устного  счёта.  Л.:  Дом
занимательной науки, 1941. 12 с.

386. Перельман Я. И. Живая математика. М.: Наука,
1967. 160 с.

387. Перельман Я. И. Живой учебник геометрии. Л.:
Время, 1930. 127 с.
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388. Перельман  Я.  И.  Занимательная  алгебра.  М.:
Наука, 1970. 198 с.

389. Перельман  Я.  И.  Занимательная  арифметика:
загадки и диковинки в мире чисел.  Изд.  9-е.  М.:
Государственное  издательство  физико-
математической литературы, 1959. 190 с.

390. Перельман Я. И. Занимательная геометрия. М.;
Л.:  Государственное  издательство  технико-
теоретической литературы, 1950. 206 с.

391. Перельман  Я.  И.  Занимательная  математика.
Л.: Время, 1927. 98 с.
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392. Перельман Я. И. Фокусы и развлечения. 3-е изд.
М.: Детгиз, 1935. 171 с.

393. Петер  Р.  Игра  с  бесконечностью  /  перевод  с
венгерского  В.  М.  Боцу,  А.  Я.  Маргулиса,  А.  Ш.
Мейлихзона. М.: Просвещение, 1967. 272 с.

394. Платон.  Собрание  сочинений  в  3  т.  (в  4  кн.)
(Серия «Философское наследие»). Т. 1. М.: Мысль,
1968. 624 с.

395. Платон.  Собрание  сочинений:  в  3  т.  (в  4  кн.)
(Серия «Философское наследие»). Т. 2. М.: Мысль,
1970. 611 с.
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396. Поварнин С. И. Введение в логику. Пг.: Наука и
школа, 1921. 70 с.

397. Поварнин С.  И.  Искусство  спора.  О теории и
практике  спора.  Пг.:  Культурно-просветительное
кооперативное  товарищество  «Начатки  знаний»,
1923. 128 с.

398. Поварнин С. И. Как читать книги.  Л.:  Изд-во
Ленинградского  государственного  университета,
1960. 88 с. 

399. Поварнин  С.  И.  Логика:  общее  учение  о
доказательстве.  Пг.:  Тип.  Акц.  Общ.
Типографского Дела, 1916. 210 с.
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400. Пойа  Д.  Как  решать  задачу:  пособие  для
учителя  /  пер.  с  англ.  В.  Г.  Звонаревой  и  Д.  Н.
Белла;  под  ред.  Ю.  М.  Гайдука.  М.:
Государственное  учебно-педагогическое
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401. Пойа  Дж.  Математика  и  правдоподобные
рассуждения / пер. с англ.; под ред. С. А. Яновской.
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англ. В. Бермана. М.: Наука, 1970. 456 с.
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403. Полиа Г., Сегё Г. Задачи и теоремы из анализа
(в  2-х  частях).  М.:  Государственное  издательство
технико-теоретической литературы, 1956.

404. Попов П. С.  История логики Нового времени.
М.: Издательство Московского университета, 1960.
254 с.

405. Постников  М.  М.  Магические  квадраты.  М.:
Наука, 1964. 84 с.

406. Прахар  К.  Распределение  простых  чисел.  М.:
Мир, 1967. 512 с.

407. Преподавание  математики:  пособие  для
учителей  /  Ж.  Пиаже,  Э.  Бет,  Ж.  Дьедонне,  А.
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