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ОКРУЖЕНИЯ МНОГОМЕРНЫХ НУЛЯ И УНИВЕРСАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ

Аннотация. Обращения  эталонных  актуальных  бесконечностей  суть  эталонные
актуально  бесконечно  малые,  а  нули  со  знаками  –  эталонные   актуально
сверхбесконечно  малые.  От  многомерного  нуля  отделены  эталонные  актуально
сверхбесконечно  малые  по  всем  направлениям.  Он  окружён  уничисловыми
окрестностями –  внутренней  сверхунимонадой,  промежуточной  унимонадой  и
внешними монадами как множествами актуально (сверх)бесконечно малых и конечных
многомерных уничисел. Расщепление и окружения нуля обобщены на все уничисла.
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Abstract. Inversion relates the canonical actual infinities and infinitesimals. Signed zeros
are the canonical actual overinfinitesimals. Separate the canonical actual overinfinitesimals in
all directions from multidimensional zero being the center of its uninumeric neighborhoods.
They are  the  internal  overunimonad,  the intermediate unimonad,  and external monads of
actually (over)infinitesimal and finite multidimensional uninumbers. Unishifting generalizes
splitting and surrounding zero to all uninumbers.
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«Только допустив бесконечно-малую единицу для наблюдения – дифференциал
истории, то есть однородные влечения людей, и достигнув искусства интегрировать

(брать суммы этих бесконечно-малых), мы можем надеяться на постигновение законов
истории...» (Л. Н. Толстой, «Война и мир»)

«Если кто-либо хочет кратким и выразительным словом определить само существо
математики, тот должен сказать, что это наука о бесконечности.» (Анри Пуанкаре)

1. Введение. Известные нули и бесконечности

Нуль, обозначенный иероглифом «прекрасный», использовался в Древнем Египте. В
Древней Греции применялась буква ο. Знак 0 пришёл из Индии, а в Европе полагался
условным (Валлис: «Нуль не есть число») и не безразличным (полное разорение).



Бесконечность мироздания,  пространства  и  времени  –  важнейший  предмет
философии, теологии,  логики,  математики,  физики и (применительно к восприятию)
психологии  [3–5,  11].  В  это  понятие  часто  включается  свойство  неизмеримости.
Древняя Греция выдвинула представление Анаксагора о возможности и апории Зенона
Элейского  о  невозможности  составления  конечного  предмета  из  бесконечного
множества  одинаковых  частей  и  даже  движения  вообще,  бесконечные  действия  и
множества Архимеда и  Евклида. Отметим идеи непрерывного и прерывного, делимого
и неделимого (атомизм Левкиппа и Демокрита и математический о составлении тел из
геометрических точек). Аристотель в «Физике» выделил потенциальную и актуальную,
экстенсивную и интенсивную бесконечности. А в Индии словесно различались почти
бесконечное,  истинно  бесконечное  и  бесконечно  бесконечное.  В  парадоксе  Галилея
установлено взаимно однозначное соответствие между множеством натуральных чисел
и  его  куда  более  редким  подмножеством  их  квадратов.  Валлис  [32,  33]  ввел  знак
бесконечности  ∞,  использовал  бесконечно  малую  1/∞  для  вычисления  площадей  и
различал  ∞  и  ∞/2.  Лейбниц  [27,  28]  и  Ньютон  [31]  создали  дифференциальное  и
интегральное  исчисление  потенциально  бесконечно  малых.  Лейбниц [29,  30]  развил
представление  о  монаде.  Фонтенель  [12]  свободно  обращался  с  +∞ и  -∞  лишь для
оценок  и  рассматривал  ∞∞ и  ∞1/∞.  Больцано  [7]  хотел  бы  устранить  парадоксы
бесконечного.  Кантор  [8]  доказал  несчётность  непрерывного  множества,  разделил
бесконечные множества по мощностям, оцениваемым с помощью своих кардинальных
чисел (см. и другую оценку [9] с ∞), ввёл и порядковые типы полной упорядоченности.

Классические науки во главе с математикой [11] определяют числовой нуль 0 как
всеобщее безразличное двустороннее слагаемое:

0 + a = a + 0 = a
для любого конечного действительного (или, шире, комплексного) числа a. Тогда

a - 0 = a.
Нуль поглощает всё при умножении:

0a = a0 = 0.
Символы  0,  a  и  бесконечности  ∞,  +∞  и  -∞  могут  обозначать  не  только  пределы
последовательностей,  переменных  или  функций,  но  и  условно  в  равенствах  с
возможными  поглощениями  при  бесконечностях  сами  произвольные
последовательности, переменные или функции с такими пределами:

0 + (+∞) = +∞ + 0 = +∞ + a = a + (+∞) = +∞,
0 - (+∞) = -∞ + 0 = -∞ + a = a - (+∞) = -∞,

a(+∞) = -a(-∞) = +∞ (a > 0),
a(+∞) = -a(-∞) = -∞ (a < 0),

a/(+∞) = -a/(-∞) = +0 (a > 0),
a/(+∞) = -a/(-∞) = -0 (a < 0).

Для таких становящихся нулей и бесконечностей известны неопределённости видов
(+∞) + (-∞),
(-∞) + (+∞),
(+∞) - (+∞),
(-∞) - (-∞),

0∞,
∞/∞,
0/0,
00

1∞,
∞0.

Для нулевых и других конечных односторонних пределов известны стороны нуля и a:
limx→+0(a + x) = limx→0+(a + x) = a + 0 = a+,

limx→a-0(x - a) = limx→a-(x - a) = -0 = 0-.



Деление на сам достигнутый нуль не определено вообще. Деление бесконечного или
становящегося  ненулевого  конечного  на  становящийся,  но  не  достигаемый  нуль  со
знаком даёт бесконечность со знаком без какой бы то ни было чувствительности:  

a/(+0) = -a/(-0) = +∞ (a > 0),
a/(+0) = -a/(-0) = -∞ (a < 0),

1/(+0) = +∞ = 1010/(+0).
В информатике [26] тоже нет законов сохранения для нулей со знаками:

-0/|x| = -0 (x ≠ 0), (-0)(-0) = +0,
|x|(-0) = -0, x + (-0) = x + (+0) = x,

(-0) + (-0) = (-0) - (+0) = -0,
(+0) + (+0) = (+0) - (-0) = +0,

x - x = x + (-x) = +0.
Есть предложение различать a/0 и b/0 при a ≠ b, отклонить

0 × 0 = 0
и заменить это точное равенство приближённым

0 × 0 ≈ 0;
подробнее,

0 × 0 = 1/∞ × 1/∞ = 1/∞2 ≈ 0 [10].
Итак, около 2500 лет классические философия и науки во главе с математикой [3–5,

7,  8,  11]  безуспешно  пытаются  осмыслить  природу  и  сущность потенциально  и
актуально бесконечно большого и малого с делением на нуль и оценивать их. Речи нет
о  вполне  точном  их  измерении  при  законах  сохранения.  Такая  принципиальная
неспособность – лучшее доказательство необходимости универсальных наук автора.

2. Универсальные числовые достигнутые (актуальные) бесконечности

Квантимножества и их униколичества, выражаемые уничислами в униарифметике,
квантиалгебре  и  квантианализе унифилософии,  униматематики,  униметрологии и
унифизик  и   автора  [1,  2,  6,  13–25], обеспечивают всеобщие  точные  выражение,
различение,  измерение  и  преобразование  потенциальных  и  актуальных  как
(сверх)бесконечно больших и малых, так и нуля с их окрестностями и многомерностью.

Квантимножество,  или количественное множество,  состоит из  квантиэлементов  с
количествами.  Их универсальная  (возможно,  даже несчётная)  сумма  – его  всеобщее
(универсальное)  количество,  или  униколичество, которое  впервые  обеспечивает
всеобщность законов сохранения как всеобщая (универсальная) мера, или унимера. Для
каждой мощности,  равной своему канторову нумерованному алефу [8,  11],  в  классе
множеств  с  этой  мощностью  удобно  и  естественно  избираем  для  определённости
эталонное (каноническое) достигнуто (актуально) бесконечное множество. Считаем его
униколичество  Q  именно соответствующей  эталонной  (канонической)  достигнутой
(актуальной) бесконечностью и явно обозначаем омегой с номером соответствующего
алефа. Пополняем действительные числа [8, 11] теми омегами и их преобразованиями,
которые полезны для решения  данной насущной задачи.  Руководствуемся  «бритвой
Оккама»: «Не следует множить сущее без необходимости» [3–5]. Обычно достаточны
класс счётных и класс непрерывных множеств (континуумов). Выбираем в них эталоны

N = {1, 2, 3, ...}
и квантимножество |0, 1| (концы включаются с количествами 1/2, а внутренние точки с
количествами  1)  соответственно.  Обозначаем  униколичества  эталонов  ω  и  Ω  без
номеров. Тогда

Q(N) = Q{1, 2, 3, ...} = ω,
Q|0, 1| = Ω.

Сохраняем все свойства действий над этими числами, лишь архимедово [11] заменяем
сверхархимедовым. В итоге получаем счётно-непрерывные универсальные числа.



3. Приближение нуля положительными достигнуто бесконечно малыми счётно-
непрерывными уничислами. Достигнутые нуль и квазинули со знаками

Точная счётно-непрерывная уничисловая нижняя грань множества таких уничисел
равна  нулю,  поскольку  не  может  принадлежать  этому  множеству  ввиду  вхождения
тогда  в  него  и  её  половины.  Вернее,  нулю с  плюсом ввиду односторонности  этого
множества  относительно  нуля,  как  и  в  односторонних  пределах  [11].  Это  дважды
достигнутый (актуальный) подход – и по уничислам, и по точной нижней грани. Если
рассмотреть пределы последовательностей таких уничисел, стремящихся к нулю (это
возможно в данном случае только справа), то вновь получим нуль с плюсом уже как
точную счётно-непрерывную уничисловую нижнюю грань пределов при достигнуто-
становящемся-достигнутом  (актуально-потенциально-актуальном)  подходе.  Пример
таких последовательности и её предела:

limn N∈N (ω-2n+1 - Ω-n-3) = ω-2ω+1 - Ω-ω-3.
Направленно расщепим достигнутый (актуальный) нуль 0 и обозначим отличаемые

от него эталонные (канонические) положительный
Θ = +0 = 0+

и отрицательный
-Θ = -0 = 0-

достигнутые (актуальные) квазинули с
0+ и 0-

[17].  Все  они  отличаются  от  становящихся  (потенциальных)  нулей  как  бесконечно
малых переменных [11].

4. Сверхбесконечно-счётно-непрерывные универсальные числа

Новое  расширение  уничисел  при  всеобщности  законов  сохранения  достигается
сверхбесконечностями. Их впервые явно выражают обращения квазинулей со знаками,
полученных расщеплением нуля на

0, 0+ и 0-.
Эталонная (каноническая) положительная сверхбесконечность есть

Φ = 1/|0| = 1/|±0|,
отрицательная –

-Φ = -1/|0| = -1/|±0|.
Тогда

Φ = 1/Θ,
Θ = 1/Φ,
ΘΦ = 1.

Φ и её конечные положительные степени больше, чем любые достигнутые (актуальные)
и  становящиеся  (потенциальные)  бесконечности,  дающие  нули  при  умножении  на
достигнутый  (актуальный)  нуль.  Поэтому он  по  природе  и  сущности  –  не  число,  а
обратная сверхбесконечность. А квазинули

Θ = +0 = 0+

и
-Θ = -0 = 0-

суть эталонные (канонические) положительная и отрицательная достигнуто (актуально)
сверхбесконечно  малые.  Пополняем  счётно-непрерывные  универсальные  числа
эталонной  (канонической)  положительной  сверхбесконечностью  Φ  и  её  полезными
преобразованиями. Итог – сверхбесконечно-счётно-непрерывные уничисла.



5. Положительные  и  отрицательные единицы,  эталонные  (канонические)
достигнуто (актуально) (сверх)бесконечно малые, окружения и окрестности нуля

Глубочайшим является  внутреннее и внешнее сходство природы и сущности как
положительных  и  отрицательных единиц  и  эталонных  (канонических)  достигнуто
(актуально) (сверх)бесконечно малых, так и действительных и достигнуто (актуально)
(сверх)бесконечно  малых  окружений  и  окрестностей  нуля.  И,  естественно,  любого
универсального числа. Общий многомерный случай опирается на данный одномерный.

5.1.  Положительные  и  отрицательные единицы  и единичные  эталонные
(канонические) достигнуто (актуально) (сверх)бесконечно малые

Положительная и отрицательная     единицы   суть обычные действительные 1 и -1.
Положительная и отрицательная единичные эталонные (канонические) достигнуто

(актуально) бесконечно малые суть 1/Ω и -1/Ω, так как Ω =  Q|0, 1| –  униколичество
единичного симметричного полуотрезка-полуинтервала. А ωΩ и 2ωΩ – униколичества
действительных полуоси |0, ω| и оси |-ω, ω| ввиду эталона

ω = Q(N) = Q{1, 2, 3, …}. 
Положительная и отрицательная единичные эталонные (канонические) достигнуто

(актуально) сверхбесконечно малые суть квазинули
Θ = +0 = 0+

и
-Θ = -0 = 0-.

 
5.2.  Симметричные  и  несимметричные  действительные  и  достигнуто

(актуально) (сверх)бесконечно малые окружения и окрестности нуля

Нуль есть  и  действительное число,  и  достигнуто  (актуально)  бесконечно малое
уничисло, и достигнуто (актуально) сверхбесконечно малое универсальное число.

Унинеограниченные  окружение  и  окрестность  нуля являются  множеством  всех
соответствующих универсальных чисел вообще при любой многомерности.

Одномерные униограниченные окружения и окрестности нуля суть множества всех
соответствующих универсальных чисел в пределах промежутка от -a до b, где уничисла
(концы)  a  и b имеют количества  q(a) и  q(b), важные, если  a  и b принимаются. Тогда
замкнуты окружения и окрестности нуля

[-a, b] при q(a) = q(b) = 1,
полуоткрыты-полузамкнуты

|-a, b| при q(a) = q(b) = 1/2,
[-a, b[ при q(a) = 1

и
q(b) = 0, ]-a, b] при q(a) = 0 и q(b) = 1

и открыты
]-a, b[ при q(a) = q(b) = 0.

Вырождения при
a = b = 0:

двукратный нуль [-0, 0], однократные |-0, 0|, [-0, 0[, ]-0, 0] и пустое множество ]-0, 0[.
Униполуограниченные  окружения  и  окрестности  нуля отличаются  от

униограниченных заданием ровно одного из концов a и b промежутка.
Симметричные  окружения  и  окрестности  нуля имеют  место  или  при

унинеограниченности, или при выполнении обоих условий
a = b и q(a) = q(b),

несимметричные – во всех других случаях.



Действительные окружения и окрестности нуля – множества всех  действительных
чисел, возможно, в заданных промежутках от -a до b. Если их концы – уничисла a и/или
b – не действительны, то соответствующие q(a) и/или q(b) не важны. Если a и/или b не
менее, чем ω, то не являются действенными униограничениями вообще. Отрицательная
-1 и/или положительная 1 единицы могут входить в такие окружения и окрестности с
количествами,  соответствующими  возможным  униограничениям,  в  частности
единичными при недейственности последних для этих единиц.

Унимонады,  или  достигнуто  (актуально)  бесконечно  малые  окружения  и
окрестности  нуля,  суть  множества  всех  достигнуто  (актуально)  бесконечно малых
универсальных чисел, возможно, в заданных промежутках от -a до b. Если уничисла a
и/или b не достигнуто (актуально) бесконечно малы, то соответствующие  q(a) и/или
q(b) не важны. Если a и/или b не менее, чем какое-либо положительное действительное
число, то не являются действенными униограничениями вообще. Отрицательная -1/Ω и
положительная  1/Ω  единичные  эталонные  (канонические)  достигнуто  (актуально)
бесконечно малые могут входить в такие окружения и окрестности с количествами,
соответствующими  возможным  униограничениям,  в  частности  единичными  при
недейственности последних для этих единичных бесконечно малых. То же относится и
к любым  конечным линейным комбинациям произведений степеней  1/ω  и 1/Ω с  не
менее  чем  конечными  положительными  показателями и  не  более  чем  конечными
коэффициентами без сверхбесконечно малых, например

(2 - π/Ωω/π)/(ω1/3Ωω/5) - π/ω2/7.
Сверхунимонады, или достигнуто (актуально) сверхбесконечно малые окружения и

окрестности нуля, суть множества всех достигнуто (актуально) сверхбесконечно малых
универсальных чисел, возможно, в заданных промежутках от -a до b. Если уничисла a
и/или  b  не  достигнуто  (актуально)  сверхбесконечно малы,  то  соответствующие  q(a)
и/или  q(b) не  важны.  Если  a  и/или  b  не  менее,  чем  какая-либо  положительная
достигнуто  (актуально)  бесконечно малая,  то  не  являются  действенными
униограничениями вообще. Отрицательная

-Θ = -0 = 0-

и положительная
Θ = +0 = 0+

единичные эталонные (канонические) достигнуто (актуально)  сверхбесконечно малые
(квазинули) могут  входить  в  такие  окружения  и  окрестности  с  количествами,
соответствующими  возможным  униограничениям,  в  частности  единичными  при
недейственности  последних  для  этих  единичных  сверхбесконечно малых.  То  же
относится и к любым не более чем бесконечным линейным комбинациям степеней Θ с
не менее чем конечными положительными показателями и не более чем бесконечными
коэффициентами, например

ωΘ - 3πΩ3Θω/3 + 5ω5Θ1/5 - 7πΩ7Θω/7 + ... .

6. Обобщение на многомерность и окружения и окрестности любых уничисел

Для этого достаточно раздельно рассмотреть по измерениям и перенести окружения
и  окрестности  нуля  на  радиус-вектор  уничисла,  окружённого  отличными  от  него.
Сверхунимонадой как ядром сверхбесконечно близких к нему (по каждому измерению)
уничисел.  Затем  – унимонадой как  слоем  бесконечно близких  к  нему  (хотя  бы  по
одному измерению при не менее чем бесконечной близости по остальным измерениям)
уничисел. Далее расположены уничисла с не менее чем конечными положительными
отличиями  от  данного  уничисла  хотя  бы  по  одному  измерению или  вообще  по
расстоянию в том или ином разумном смысле. Выделяем слои  δ<ε-(  (сверх)уни)монад  
для уничисел ε > δ > 0 и расстояний в пределах от δ до ε с различными количествами
концов δ и ε,  как и выше. Или просто ε-(  (сверх)уни)монад   для расстояний в пределах



(от 0) до  ε с различными количествами конца ε. Проектирование пространства на его
подпространства  меньших  размерностей  может  сближать  проекции  сравнительно  с
самими точками как многомерными уничислами. Виды ((сверх)уни)монад определены
выбором системы координат и (уни)мер близости точек. Нуль воистину всесилен!

Заключение

Многомерное уничисло есть  центр  его уничисловых  окрестностей –  внутренней
сверхунимонады,  промежуточной унимонады и внешних монад.  Нуль  есть  обратная
сверхбесконечность и поглощает любые бесконечности при умножении.
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